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ZREDUKOWANE HOMOLOGIE KHOVANOVA
WOJCIECH LUBAWSKI
Streszczenie. Waciwie od momentu zdefiniownia przez Khovano-
va [2] nowego niezmiennika bdźcego kategoryfikacjź wielomianu Jo-
nesa, nazwanego póniej homologiami Khovanova, zauwaono potrzeb
(i to zarówno teoretycznź jak i obliczeniowź) posugiwania si zreduko-
wanymi homologiami. Niestety, okazao si e jedyne dostpne definicje
wprzypadku zwykych homologii sź nienaturalne – zaleź od dokony-
wania wyborów skadowych odpowiednich diagramów i nie dajź si
uogólni na struktury kategoryjne wyszych poziomów (jak na przykad
na morfizmy midzy wzami); zawód ten spotgowa fakt skonstruowania
takich zredukowanych homologii dla nieparzystych homologii Khova-
nova podanych przez Rasmussena, Ozsvatha i Szabo w [4]. W poni-
szej pracy konstuujemy waciwe zredukowane homologie Khovanova,
które mona naturalnie zdefiniowa dla dowolnego diagramu wza lub
splotu.
1. Wprowadzenie
W [5] zdefiniowano nowź wersj homologii Khovanova. Przypomnijmy
skonstruowane tam struktury algebraiczne.
Rozwamy specjalny rodzaj algebry tensorowej generowanej przez modu
z gradacjź A = R1Rx nad R = Z[X, Y, Z]/X2 = Y 2 = 1 z operacjami
danymi poprzez:
• mnoenie m : A2 → A1
m(11) = 1 m(1x) = x
m(x1) = XZx m(xx) = 0
• komnoenie ∆: A1 → A2
∆(1) = x1 + Y Z1x
∆(x) = (xx)
• jedno η : R→ A
η(1) = 1
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• kojedno  : A→ R
(1) = 0 (x) = 1
• permutacja P : A2 → A2
P (11) = X11 P (1x) = Z−1x1
P (xx) = Y xx P (x1) = Z1x
Oznaczmy przez D dowolny diagram rozpatrywanego splotu. Diagram
taki wyposaamy w kadym skrzyowaniu w strzaki (moemy wybra jeden z
dwóch nierównowanych sposobów narysowania takich strzaek, niemniej
oba sposoby dadzź izomorficzne obiekty) zgodnie z nastpujźcź zasadź:
Obrazek powyej pokazuje równie sposoby tzw. wygadzenia skrzyowa-
nia. Jeli mamy na diagramie D dokadnie n skrzyowa, to indeksujźc do-
wolnie skrzyowania otrzymamy n strzaek przypisanych do n skrzyowa w
diagramie D. Podobnie dla dowolnego I ⊆ {0, 1}n otrzymamy n strzaek
na n skrzyowaniach, przy czym k-te skrzyowanie wygadzamy w sposób
wskazany przez k-tź wspórzdnź I. Wygadzenie takie oznaczymy D(I),
skada si ono z dokadnie k(I) rozźcznych okrgów (które bdziemy dalej
oznacza s1, . . . , sk(I)). Dla uatwienia opisu przyjmijmy, e s(ai) oznacza
okrźg z którego ai wychodzi, t(ai) okrźg do którego ai idzie.
Niech teraz Kk oznacza dla kadego k graf peny o k wierzchokach, wypo-
saony w dodatkowe informacje. Jeli k = k(I) to uywamy take oznaczenia
KI .
Zauwamy na przykad, e D(0) moemy utosami z podgrafem Kk(0) wy-
posaonym dodatkowo w cykliczny porzźdek pomidzy krawdziami przy
kadym z wierzchoków. Podgraf ten bdziemy oznacza M(D(0)).
Niech A′(I) bdzie zbiorem skadajźcym si z wierzchoków i krawdzi
K(I). Rozpinajźc na tym zbiorze abelowź grup wolnź, a nastpnie na
grupie jej piercie grupowy otrzymamy piercie A(I), który bdziemy dalej
nazywa wolnź algebrź strzaek D(I). Niech A bdzie piercieniem Frobeniu-
sa po raz pierwszy zdefiniowanym przez Khovanova w [], tj. A = Z1Zx
gdzie A jest wyposaone w dodatkowź gradacj, przy której deg 1 = −1
oraz deg x = +1. Definiujemy reprezentacj A do odpowiedniej potgi ten-
sorowej A w sposób nastpujźcy:
evI : A → ZMor(Kk(I), Kk(I))
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Jeli ai ∈ A jest strzakź dla której s(ai) = ss oraz t(ai) = st (dla s 6= t)
to przyjmujemy evI(ai) = T s,t; jeli ai taka, e s(ai) = t(ai) = ss to
evI(ai) = T s gdzie T s,t : K2 → K2 jest dane poprzez
T s,t(11) = x1 + 1x T s,t(1x) = xx
T s,t(x1) = xx T s,t(xx) = 01x
ponadto T s : K → K jest dane jako
T s(1) = 2x T s(x) = 0
Rozszerzamy evI do caego A przyjmujźc evI(ai1 . . . aim) = evI(ai1) ◦ . . . ◦
evI(aim). Oznaczmy poprzez OI obraz odwzorowania evI .
Zauwamy, e mamy nastpujźce operacje. Jeli D(I) oraz D(J) sź dwo-
ma wygadzeniami diagramu D róniźcymi si tylko sposobem wygadzenia
skrzyowania o indeksie i, to definiujemy ∂IJ : A(I)→ B(I) jako:
∂IJ(ai1 . . . aim) =
ai1 . . . aim , s(ai) 6= t(ai) w Iaiai1 . . . aim , s(ai) = t(ai) w I
Zauwamy, e zachodzi nastpujźce
Theorem 1. Nastpujźcy diagram jest przemienny
gdzie e1 jest wziciem wartoci danego odwzorowania na odpowiednio
duej potdze tensorowej jedynki, a róniczka z prawej strony jest róniczkź
Khovanova.
Przyjmujźc jako |I| sum wszystkich wspóczynników w I oraz
∂I =
∑
I<J
IJ∂
I
J ,
gdzie IJ jest uznakowieniem Khovanova otrzymamy kompleks
Ok : = ⊕|I|=kOI .
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2. Dowód niezmienniczoci – kompleks strzakowy
W celu wykazania, e kompleks O jest niezmienniczy wzgldem ruchów
Reidemaistera przedstawimy alternatywny opis tego kompleksu w jzy-
ku grafów. Podobny zabieg zastosowa Bloom w pracy [12] dowodzźc
niezmienniczoci homologii nieparzystych wzgldem mutacji. Niech zatem
R′(D(I)) bdzie zbiorem pografów KI zdefiniowanym w sposób nastpujź-
cy. X ∈ R(D(I))⇔ gdy dla dowolnej skadowej spójnej S zachodzi jeden
z poniszych warunków:
1) S jest wyrónionym wierzchokiem;
2) pi(S) = 0 i S ma co najwyej jeden wyróniony wierzchoek;
3) pi(S) = Z i S nie posiada wyrónionych wierzchoków.
Definiujemy R(D(I)) : = ZR′(D(I)) Zauwamy, e mamy odwzorowanie
ψ : R(D(I))→ A(I)
przyporzźdkowujźce strzace ai odwzorowanie T s(ai),t(ai) lub T s(ai)=t(ai),
wierzchokowi sm odwzorowanie Tm, a podgrafowi skadajźcemu si z paru
krawdzi i wierzchoków odpowiednie zoenie (zauwamy, e kolejno zoenia
nie jest istotna).
W wielu miejscach poniej bdziemy rysowa fragmenty diagramów w
którch – biay wierzchoek oznacza niewyróniony wierzchoek diagramu,
czarny wierzchoek oznacza wyróniony wierzchoek, przerywana strzaka
oznacza strzak D(I) nie leźcź w rozpatrywanym jego podzbiorze, a ciźga
strzaka oznacza strzak w D(I) która ley w rozpatrywanym jego podzbio-
rze.
Lemma 2. Jźdro odwzorowania ψ jest generowane przez nastpujźce re-
lacje (przedstawione lokalnie):
dodatkowo jeli l1, . . . , l2m jest parzystym cyklem w grafie, to l1 + l3 + . . .+
l2m−1 = l2 + . . .+ l2m, a jeli l1, . . . , l2m jest dowolnym cyklem w grafie, to
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l1 + l2 + . . . + lm = l1 + . . . + l2m−1+ dowolny wyróniony wierzchoek na
cyklu (take rozumiane jako relacje lokalne).
Definition 3. Zbiór ΘI : = R(D(I))/ kerψ nazwiemy grupź grafów dla
diagramu D(I).
Zauwamy e mamy, podobnie jak wczeniej, róniczkowanie. Jeli wygadze-
nia diagramu D(I) oraz D(J) róniź si tylko wygadzeniem w skrzyowaniu
i-tym (lub inaczej, wzdu strzaki ai ∈M(D(0))) to w zalenoci od sytuacji
wyjciowej moemy mie dwie sytuacje:
podobnie jeli który z przylegajźcych wierzchoków jest wyróniony to wyró-
niamy takź samź liczb wierzchoków po drugiej stronie (zauwamy e zgod-
nie z opisem jźdra ψ róniczka jest poprawnie okrelona).
Przejdmy nastpnie do wykazania, e kompleks (a dokadniej jego ho-
mologie) sź rzeczywicie niezmiennikiem wza. Dowód przeprowadzimy w
duchu Bar-Natana [1], korzystajźc silnie z jego intuicji geometrycznej.
2.1. Niezmienniczo wzgldem 1RM. W przypadku pierwszego ruchu
Reidemaistera mamy nastpne odwzorowanie kompleksów:
Warto zauway, e nasz wyjciowy kompleks jest stokiem nad tym odwzo-
rowaniem.
odwzorowanie zdefiniowane w sposób nastpujźcy:
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indukuje izomorfizm homologii szukanego wza i wza „bez ptelki”, tj. po
wykonaniu pierwszego ruchu Reidemaistera.
2.2. Niezmienniczo wzgldem 2RM. Mamy nastpujźcy diagram:
niestety, w naszym przypadku mamy dwie moliwoci uzupenienia tego
diagramu do penych okrgów. Niezmienniczo musimy pokaza dla kadego
z nich zwracajźc uwag na przemienno tych dwóch przypadków z odpo-
wiednimi róniczkami.
Obydwa przypadki przedstawiamy na nastpujźcych dwóch diagramach:
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a odpowiednie odwzorowania, prowadzźce do przekźtnej diagramów (kom-
pleks lewy dolny jest w parze pierwszy) przedstawiamy jako:
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Z tego, e pomidzy dowolnymi dwoma okrgami jest co najmniej jedna
strzaka oraz z postaci jźdra ψ wynika, e odwzorowania te skadajź si w jed-
no odwzorowanie kompleksów, indukujźce izomorfizmy w homologiach,
co dowodzi niezmienniczoci.
2.3. Niezmienniczo wzgldem 3RM. Zauwamy wpierw, e odwzorowa-
nie zdefiniowane dla 2RM jest w rzeczywistoci retrakcjź deformacyjnź,
wic stosujźc twierdzenie o stokach otrzymamy, e kompleksy dla dwóch
stron trzeciego ruchu Reidemaistera sź homotopijne do stoków:
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a te, jak atwo wida, sź jednakowe.
3. Wersja chronologiczna
Niech R′ = Z[X, Y ]/X2 = Y 2 = 1. Zgodnie z powyszym podrozdzia-
em wystarczy rozpatrywa kompleksy nad R′ zamiast nad R. atwo zauway
(czego ju nie bdziemy robi), e wszystkie powysze definicje i rozumowania
da si przeprowadzi równie w przypadku chronologicznym. Istotna moe
by równie informacja, e taki zredukowany chronologiczny kompleks Kho-
vanova w przypadku nieparzystych homologii Khovanova redukuje si do
zredukowanych homologii Khovanova (zdefiniowanych oryginalnie w [4]).
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4. Wzy wirtualne
Wzy wirtualne to wzy wyposaone w jeszcze jeden rodzaj skrzyowania,
tzw. skrzyowanie wirtualne. Dwa diagramy wza wirtualnego sź równowa-
ne, jeli od jednego do drugiego moemy doj poprzez ruch Reidemaistera
oraz tzw. detour move: fragment wza pomidzy dwoma punktami, który
posiada wyźcznie skrzyowania wirtualne moemy wymaza i narysowa w
dowolny sposób ponownie - pamitajźc by wszystkie nowe skrzyowania
oznaczy jako wirtualne.
Homologie dla wzów wirtualnych definiujemy poprzez wzicie dwóch
kopii kompleksu zredukowanego (drugź kopi bdziemy oznacza poprzez
dodanie kreski pod jednym z wierzchoków) oraz dodefiniowanie nowego
odwzorowania, tzw. twistu idźcego od jednego okrgu do jednego okrgu ja-
ko dodanie kreski do danego elementu zgodnie z relacjami (kresk moemy
zawsze dowolnie ustawi na diagramie):
Aby wykaza niezmienniczo homologii dla wzów wirtualnych atwo za-
uway, e wystarczy sprawdzi 2RM. Istotnie, do pierwszego ruchu wirtualno
wza nic nie wnosi, a trzeci wynika w taki sam sposób z drugiego jak w
przypadku klasycznym. Drugi ruch w jedynym nieklasycznym przypadku
wyglźda w sposób nastpujźcy:
Liczźc homologie dochodzimy, podobnie jak i w pozostaych przypadkach,
posikujźc si interpretacjź geometrycznź nastpujźce odwzorowanie:
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atwo take zauway, e jest ono zgodne z odwzorowaniami zdefiniowany-
mi poprzednio czyli skada si z nimi do odwzorowania kompleksów, a to
dowodzi niezmienniczoci wzgldem 2RM.
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